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Matematiksel Kanit
Yapan Yapay Zeka

Dil modelleri (LLM'ler) matematiksel ispatta nasil bu kadar iyilesti? Olgutlerin
(benchmark) gizledigi sey ne?

Ug yil 6nce ilkokul aritmetiginde takiliyorlardi. Bugiin IMO altin madalya
seviyesinde sonug bildiriliyor. Bu slaytlarda hem neyin ise yaradigini hem de
neyin abartildigini ayirmaya calisacagiz.

LLM'ler ve matematiksel ispat
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Abstract

My initial tasks in this paper are, first, to delimit the boundaries of artificial intelligence,
then, to justify calling it a science: is Al science, or is it engineering, or some combination
of these? After arguing that it is (at least) a science, I will consider how it is best pursued:
in particular, the respective roles for experiment and theory in developing Al.

I will rely more on history than on speculation, for our actual experience in advancing
the field has much to tell us about how we can continue and accelerate that advance. Many
of my examples will be drawn from work with which I have been associated, for I can
speak with greater confidence about what motivated that work and its methods (and about
its defects) than I can about the work of others. My goal, however, is not to give you a trip
through history, but to make definite proposals for our future priorities, using history,
where relevant, as evidence for my views.
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Sunumun yol haritasi

Girig: LLM'ler ve training pipeline'l

Model ne yapiyor, pretraining ve post-training nasil igliyor

Modellerin neler basardiklarina dikkatli bir bakig

Sonugclar gercekten ne gosteriyor, ne gostermiyor

Matematik neden ozel
Dogrulama asimetrisi

Pretraining tarafindaki gelismeler
Veri, tokenization, uzun context (baglam)

Post-training tarafindaki gelismeler
SFT, RLVR, GRPO, tool use (ara¢ kullanimi) + ise yaramayan denemeler

Ek bolum: Reinforcement learning derinlemesine
PPO, GRPO ve process reward model'ler (PRM)

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 0 - GIRIS

Tipik LLM training (egitim) asamalar1

Codu Uretici model buglin asadi yukari bu sirayi izliyor — laboratuvara gore adim sayisi ve
isimler degisir.

PRETRAINING POST-TRAINING
TABAN ADIM 1 ADIM 2 ADIM 3 ADIM 4
iecti Yayimlanan
Base model SFT RLVR RLHF ReJeCIt_'O” ‘r’no ol
— - - Tercih 7 Sampiing
internet Yanitlarin Reasoning RL hizalamasi Sizilmus
Olceginde metin bigimlerini Dogrulanabilir Genel davranig verilerle tekrar
ogretir odul egitim

NEDEN BU SIRA

Pretraining modele dil ve dunya bilgisini verir; SFT "bigimi" 6gretir, RLVR dogru
cevaba giden akil yaratmeyi guglendirir, RLHF genel kullanilabilirlik ve guvenligi
hizalar.

LLM'ler ve matematiksel ispat




Pretraining'de (On-egitim) LLM'ler ne yapiyor?

LLM (buyik dil modeli) pretraining sirasinda tek bir gsey ogrenir: verilen metnin devamindaki
token'i (metnin bolindiugl en kiigik parga) tahmin etmek.

T

L) = — Zlogpg(a:t | <¢)

Pretraining (6n egitim — internetten toplanmis devasa metin yigini Gizerinde bu kaybi minimize etme asamasi) bundan ibaret. Bagka hedef fonksiyonu yok.

KRITIK NOKTA

Ispat yazma yetenegi bu hedefin dogrudan amaci degil, yan iiriinii.

LIM'ler ve matematiksel ispat



Post-training'de LLM'ler ne yapiyor?

Pretraining'in tek kaybinin aksine post-training asamalari farkli hedeflerle ¢alisir. iki temel érnek:

T
ESFT(H) = Z logpﬁ(yt | L, y<t) ) (CE, y) ~ Ddemo

i
SFT (supervised fine-tuning - denetimli ince ayar) insan yazimi ornek cevaplari taklit etmeyi 6gretir; pretraining ile ayni kayip, farkl veri.

J(G) — EqND, o~my(-|q) [T(Q7 0) ] 1 IBKL (779 || 7Tref)

RL (reinforcement learning - pekistirmeli 6grenme) LLM’lerin bir 6dul fonksiyonu altinda yuksel 6dul Uretecegi sekilde egitimi hedefler.

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 0 - GIRIS

"Reasoning” modeli ne demek

Cevabi dogrudan uretmek yerine, model 6nce uzun bir chain-of-thought (akil yiriitme zinciri)
yaziyor (ara adimlar, dallanmalar, kendini kontrol); sonra nihai cevaba variyor.

KLASIK MODEL REASONING MODELI

Soru — dogrudan cevap. Tek geciste, geri donussuz. Soru — uzun ara akil yarutme (binlerce token) — cevap. Dener, geri
doner, kendini denetler.

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 1 - IDDIA

Sunumun yol haritasi

Modellerin neler basardiklarina dikkatli bir bakig

Sonugclar gercekten ne gosteriyor, ne gostermiyor

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 1 - IDDIA

Yaygin matematik olctitleri (benchmark)

2021 2022 2023 2024 2025 2026
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BOLUM 1 - IDDIA

Bu Olciitlerden birer 6rnek soru

oLCcUT

GSMS8K ilkokul seviyesi
MATH yarigma problemleri

AIME

IMO 2025

FrontierMath arastirma

seviyesi

HLE arastirma seviyesi

ORNEK SORU

Ali'nin 5 kalemi var. Ayse'nin kalem sayisi Ali'ninkinin iki kati. ikisinin toplam kag kalemi var?
z? — 5z + 6 = 0 denkleminin koklerinin ¢arpimi kagtir?

3" sayisi 143 tabaninda yazildiginda en sagdaki iki basamadi 01 olacak sekilde en kiguk pozitif n
tam sayisini bulun.

Pozitif tam sayilar igin a* + b* = ¢? olacak sekilde, ¢ < n kosulunu saglayan tglllerin sayisinin belli
bir formlille ifade edilebilecegini ispatlayin.

p, q farkli asal sayilar olsun. f(n) = 3°;_, ged(k, n) olmak Uzere, n = p* - ¢* formunda ve f(n)/n >
6/5 kosulunu saglayan, 10%'dan kiigtik en blytk n'i bulun.

Mertebesi 2025 = 3* - 52 olan sonlu bir grup G'nin normal bir Sylow 3-altgrubu ve mertebesi 3'l
bolen 81 eleman bulunsun. G'nin, tamami mertebesi 5 olan elemanlardan olugan kag farkli
konjugasyon sinifi vardir?

,,,,,,
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BOLUM 1 - IDDIA (KRITIK AYRIM)

Bu olctitlerin cogu ispat1 degil, nihai cevabi 6lger

AIME SORUSU NASIL PUANLANIR BUNUN OLCMEDIGI SEY

Cevap 0-999 arasi bir tam sayidir. Model bir sayi uretir, sistem onu

§ X Ara adimlarin gegerli olup olmadigi
dogru sayiyla karsilastirir.

x Kullanilan lemmanin gerekgelendirilip

Yani bir string eglesmesi. gerekgelendirilmedigi
x Butun durumlarin (case) ele alinip alinmadigi

x Dogru cevaba sansla mi yoksa akil yurtterek mi varildigi

SONUC

Mansetlerdeki skorlarin buyutk kismi "ispat yazabiliyor" demiyor; "dogru sayiyi
bulabiliyor" diyor. Bunlar ayni sey degil.

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 1 - IDDIA (KANIT)

[spatlar insan jiiriyle puanlandiginda ne oldu?

MATHARENA - USAMO 2025 MODELLER HIZLA IYILESIYOR

USAMO sorulari yayimlandiktan hemen sonra, o dénemin en iyi
modellerine verildi. Urettikleri tam ispatlar matematikgiler tarafindan

olimpiyat rubrigiyle puanlandi. 80 -
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Ortalama ispat puani. (b) Time-Pareto frontier for HMMT

MathArena, Fig. 3b — HMMT icin zaman-Pareto siniri
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BOLUM 1 - IDDIA

LLM'lerin tipik hata bicimleri

1. GEREKCESIZ LEMMA 2. ATLANAN DURUM 3. YANLISIN AKICI ISPATI
"Acikca goruluyor ki...", "kolayca gosterilebilir Genelligi bozmadan (WLOG) diyip simetrik Dogru olmayan bir 6nerme verildiginde modelin
ki..." — ve ispatin tum agirhgi o cimlede. olmayan bir ifadede siralama varsaymasi. Vaka onu reddetmek yerine ikna edici bir "ispat”
analizinin bir kolu sessizce kaybolur. uretmesi.
Ornek: a3 + b3 + ¢ — 3abc > 0 igin "genelligi bozmadana > b > ¢ " — ifade simetrik oldugu igin burada gegerli.

Ayni hamle a?b + b%c + c?a (izerinde gegersiz— bu ifade yalnizca déngtisel, simetrik degil.

Bu tam olarak modelin yaptigi tirden hata: dogru ortamda 6grenilmis bir hamlenin yanhs
ortama tasinmasi.

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 1 - IDDIA

Matematik i¢in kritik ayrim

KULAGA ISPAT GIBI GELEN ISPAT OLAN

Dogru so6zdizimi, dogru sdzcuk dagarcigi Her adim oncekilerden zorunlu olarak gikar
Adimlar birbirini takip ediyormus gibi duruyor Higbir durum atlanmamig

Uzman olmayan bir okuru ikna eder Bir makine tarafindan kontrol edilebilir

Bir dil modelinin dogrudan optimize ettigi sey Ancak dolayl yollarla optimize edilebilen sey

TEZ

Son ti¢ yilin biitiin teknik gelismeleri, bu iki siitunu birbirine
yaklastirma cabasi olarak okunabilir.

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 1 - OZET

Ilerleme gercek. Olctiigiimiiz sey ispat degil, nihai cevap.

Ayni modeller AIME'de %90'in Uzerinde, insan jurili USAMO ispatlarinda tek haneli
yuzdelere dusuyorlardi. Aradaki fark, modelin zayifligi kadar olgutun ne olgtaguyle

ilgili.

I Bsiim 1 bitti

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 2 - MATEMATIK NEDEN OZEL

Sunumun yol haritasi

Matematik neden o6zel
Dogrulama asimetrisi

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 2 - MATEMATIK NEDEN OZEL

Dogrulama asimetrisi

Matematikte bir cozumu bulmak, onu kontrol etmekten ¢ok daha pahalidir.

Nihai cevabi dogrulamak

AIME tipi kisa sayisal cevap, bilinen cevapla karsilastirilir. Ucuz — ama ispati degil, sonucu dogrular.

Formal ispati dogrulamak

Lean gibi bir sistemde yazilmig ispati kernel mekanik olarak kontrol eder. Ucuz ve gergekten ispati
dogrular.

NEDEN ONEMLI

Ucuz bir dogrulayiciniz (verifier) varsa, iki seyi bedavaya elde edersiniz: sinirsiz
egitim verisi ve insan etiketi gerektirmeyen bir odiil sinyali . Sonraki iki slayt
bunlar.

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 2 - MATEMATIK NEDEN OZEL (ASIMETRININ BIRINCI SONUCU)

Kendi egitim verinizi tiretebilirsiniz

1 2 3 4

Soru havuzu Model n ¢6zum ornekler Dogrulayici suzer Kalanlarla egit

D= {(q,o) : o~ (- | q), r(q,o)zl}

Rejection sampling (reddetme 6rneklemesi — cok Uret, dogru olanlari tut)

Expert iteration (siziiimis kendi giktisiyla tekrar tekrar egitme déngiisii)

Model n denemede bir kez dogru yapiyorsa, o bir dogru ¢ozim kalici egitim verisine donugur.
Beceri, seyrek basaridan guvenilir basariya dogru damitilir.

Zelikman ve ark., 2022 — STaR: Bootstrapping Reasoning With Reasoning,
arxiv.org/abs/2203.14465

LLM'ler ve matematiksel ispat
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BOLUM 2 - MATEMATIK NEDEN OZEL (ASIMETRININ IKINCI SONUCU)

Insan etiketi olmadan 6diil sinyali

Reward hacking during RLHF
RLHF (PEKISTIRMELI OGRENME, INSAN GERI BILDIRIMINDEN) (illustrative recreation, after Gao et al. 2022)
1

—— Proxy reward (optimized against)

Standart RLHF'te (reinforcement learning from human feedback — 351 — Gold reward (true quality)
insan geri bildiriminden pekistirmeli 6grenme) ilk asamada bir 3.0 E
reward (odul) modeli , insan tercihlerini tahmin etmeyi 55
ogrenir. Ardindan model, bu reward modeli altinda yuksek e !
L . o .l ) ] L ) o 2.0 H overoptimization
o0dul basaracak sekilde egitilir. Ogrenilmis her 6dul modeli = | starts here

) 1.5 |
reward hacking'e (6duli, asil amaci gergeklestirmeden yiiksek i s
puan alacak sekilde sémurme) aciktir. 0 :

= R¢(qvo) 0.51 !
Ogrenilmis, glraltili, somirdlebilir. 0.0/ i
0 2 4 6 8

KL divergence from initial policy

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 2 - MATEMATIK NEDEN OZEL (ASIMETRININ IKINCI SONUCU)

Insan etiketi olmadan 6diil sinyali

RLHF (PEKISTIRMELI OGRENME, INSAN GERI BILDIRIMINDEN) RLVR (DOGRULANABILIR ODULLERLE PEKISTIRMELI OGRENME)

Standart RLHF'te (reinforcement learning from human feedback — RLVR (reinforcement learning with verifiable rewards — dogrulanabilir
insan geri bildiriminden pekistirmeli 6grenme) ilk asamada bir odllerle pekistirmeli 6grenme) : 6dul fonksiyonunun yerini bir i £

reward (odul) modeli , insan tercihlerini tahmin etmeyi alir.

ogrenir. Ardindan model, bu reward modeli altinda yiiksek r—1l [cevap(o) — a*] i

odul basaracak sekilde egitilir. Ogrenilmis her 6dil modeli Programatik, kesin, sémirilmesi zor
reward hacking'e (6duli, asil amaci gergeklestirmeden yiiksek
puan alacak sekilde sémurme) aciktir.

r=Ry(q,0)

Ogrenilmis, glraltili, somirdlebilir.

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 2 - MATEMATIK NEDEN OZEL

Dogrulayicinin en temiz hali: formal ispat

LEAN 4 - MATHLIB

ifade insan tarafindan yazilir

Teoremi formal dile ¢cevirmek hala insan isi — ve asil darbogaz burasi.
—— Her n icin n(n+1) cifttir

theorem two_dvd_mul_succ (n : N) : ispatl makine kontrol eder

2 I nx*(n+1):= Kiiclk, gtivenilir bir kernel her adimi mekanik olarak denetler. "Acikca

(Nat. even_mul_succ_self n). tWO_dVd goru|uyor ki" burada gecmez.

v derlendi — kernel iSpatl kabul etti Sonug ikili bil" sinyaldir

Derlenir ya da derlenmez. Hakem yorgunlugu, ikna edici Uslup, yarim

—— Bir adim eksik birakilirsa birakilan vaka yok.

:= by sorry
error: declaration uses 'sorry'

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 2 - MATEMATIK NEDEN OZEL

Bu neden her alana genellenmiyor?

A UCUZ DOCRULAYICT? I
Matematik (nihai cevap) Var RLVR caligiyor, ilerleme hizli
Formal ispat (Lean) Var, Ustelik ispatin kendisi igin En temiz kurulum

Kod Kismen (testler) Testin kapsadigi kadar

Dogal dildeki ispat Zayif insan juiri gerekiyor, dlgeklenmiyor
Deneme, analiz, tibbi tavsiye Yok Karsgilastirilabilir bir sigrama yok

BURADAN CIKARILMAMASI GEREKEN SONUC
"Matematikte bu kadar hizli ilerlediyse her yerde ilerler." Matematikteki hiz, matematigin
kendine 6zgu yapisinin sonucu. Genel yetenek igin zayif bir oncu gostergedir.

LLM'ler

ve matemat

iksel ispat



BOLUM 2 - OZET
Ucuz dogrulayici = sinirsiz egitim verisi
ve

insan etiketi gerektirmeyen odiil.

Matematigin ayricaligi bu. Dogrulayicinin zayif oldugu yerlerde — dogal dildeki ispat
dahil — ayni hizi beklemek igin sebep yok.

I Bsiim 2 bitti
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BOLUM 3 - PRETRAINING

Sunumun yol haritasi

Pretraining tarafindaki gelismeler
Veri, tokenization, uzun context (baglam)

LIM'ler ve matematiksel ispat



Basari icin en biiytik faktor: veri secimi

Matematige 6zel derlemeler

OpenWebMath ve benzerleri: web'den LaTeX ve matematiksel icerigin ayiklanmasi. Genel web
taramasinin gok kuguk bir kesiti.

Siniflandiriciyla veri toplanmasi

DeepSeekMath yaklagimi: kuguk bir ¢cekirdek matematik kimesiyle bir siniflandirici egit, Common
Crawl'in tamamini onunla tara, bulduklarini ¢gekirdege ekle, tekrarla. YUz milyarlarca token'lik matematik
derlemesi.

arXiv kaynak dosyalari
PDF degil, ham LaTeX. ispat yapisi isaretlenmis halde geliyor: theorem, lemma, proof, [J.

Formal derlemler
Lean/mathlib: makine tarafindan dogrulanmig, kusursuz dogrulukta yuz binlerce teorem.

YAYIMLANAN ABLASYONLARIN ORTAK BULGUSU

Bu alanda kalite, dlgekten daha ¢ok kazandirdi. Daha ¢ok token degil, daha iyi secilmis token.

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 3 - PRETRAINING

Az konusulan, ¢ok ise yarayan: mid-training

Mid-training / annealing (6n egitimin son agamasinda veri karigiminin degistirilmesi ve 6grenme hizinin
dusurilmesi) : son yuz milyarlarca token'da matematik, kod ve akil yaratme igeriginin agirligi
belirgin bigimde artirilir.

pkarl§lm(t) = (1 i )‘t)pgenel + At pmaternatik, At / egitimin sonuna dOéI‘u

Bastan sona yuksek matematik orani kullanmaktan daha iyi sonug veriyor

Toplam hesap butgesinin kuguk bir kismina mal oluyor

Modelin "son gordugu sey" orantisiz etkili — pratikte herkesin bildigi, teorisi zayif bir
gozlem

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 3 - PRETRAINING

Sayilarin parcalanmasi konusunda diizeltme

Tokenization (metnin token'lara bolinmesi) siklik temelli calisir. Sayilar igin bu felaket bir sonug
doqgurur:

eski tokenizer'lar: 12345 - 123 45 veya 12346 - 1 2346
yeni tokenizer'lar: 12345 - 1 2 3 45

Eski semada ayni basamak farkli sayilarda farkli yerlere duserdi. Elde tagsimali toplama ise
basamaklarin hizalanmasini gerektirir. Model, hi¢ olmamasi gereken bir zorlukla bogugsuyordu.

Basamak basina ya da sabit U¢lu gruplarla tokenization, aritmetik dogrulugunu olgulebilir
bigimde artirdi. Kuguk, ucuz, gergek bir kazang.

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 3 - PRETRAINING

Uzun dustinmeyi mimkiin kilan altyap:

Modern bir model bir olimpiyat sorusunda on binlerce token'lik ara akil ylratme uretir.

O(n2d) 2LHkv dhn
N\ / N -~ g
attention maliyeti KV cache boyutu (GPU igi transfer)

KV cache (iretim sirasinda énceki token'larin ara hesaplarinin bellekte tutulmasi) — uzun dugunce zincirinin asil maliyeti burada

GQA/MLA

Sorgu basliklarinin anahtar-deger basliklarini paylagsmasi ya da sikistiriimasi. Hy, kiculir, cache birkag kat ucuzlar.

RoPE olcekleme

Egitimde gorulenden ¢ok daha uzun dizilere genelleme.

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 3 - OZET

Pretraining tavan belirler. Post-training o tavana ulasir.

Bu, alanin buyuk oOlgude Uzerinde anlastigi formulasyon. Ama tamamen degil —
"post-training tavani yukseltebilir mi?" sorusu hala agik.

I Bsiim 3 bitti

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 4 - POST-TRAINING

Sunumun yol haritasi

Post-training tarafindaki gelismeler
SFT, RLVR, GRPO, tool use (ara¢ kullanimi) + ise yaramayan denemeler

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 4 - POST-TRAINING

Tipik LLM training (egitim) asamalar1

Codu Uretici model buglin asadi yukari bu sirayi izliyor — laboratuvara gore adim sayisi ve
isimler degisir.

PRETRAINING POST-TRAINING
TABAN ADIM 1 ADIM 2 ADIM 3 ADIM 4
iecti Yayimlanan
Base model SFT RLVR RLHF ReJeCIt_'O” ‘r’no ol
— - - Tercih 7 Sampiing
internet Yanitlarin Reasoning RL hizalamasi Sizilmus
Olceginde metin bigimlerini Dogrulanabilir Genel davranig verilerle tekrar
ogretir odul egitim

NEDEN BU SIRA

Pretraining modele dil ve dunya bilgisini verir; SFT "bigimi" 6gretir, RLVR dogru
cevaba giden akil yaratmeyi guglendirir, RLHF genel kullanilabilirlik ve guvenligi
hizalar.

LLM'ler ve matematiksel ispat




BOLUM 4 POST-TRAINING

Post-training adimlarindan somut 6rnekler

Ayni soru Uzerinden dort asamanin ne yaptigini gosteren minyatur ornekler.

ADIM 1 - SET

Bir soru ve insan yazimi Ornek cevap ¢ifti gosterilir: ({
"instruction": "Kara deligin ne oldudunu basitc¢e acikla.",
"output" "Kara delik, uzayda kiitle cekiminin o kadar gicli
oldugu bir bdlgedir ki hic¢bir sey (1si1k bile) oradan kacamaz" }

Model bu big¢imi taklit etmeyi ogJrenir.

ADIM 3 - RLHF

Ayni soruya iki farkli cevap lUretilir (6rnedin biri net ve kisa,
biri dadinik). Insan hangisini tercih ettidini isaretler. 0diil

modeli bu tercihten genel iislup ve kullanilabilirligi o&§renir.

ADIM 2 - RLVR

Ayni soruya model c¢ok sayida ¢ozim dener. Nihai cevap otomatik
kontrol edilir: do§ruysa odil = 1.

Sadece dogru sonuca gotiren akil yiirtitmeler pekistirilir.

ADIM 4 - REJECTION SAMPLING

Model ayni soruya 100 c¢ozim Uretir. Yalnizca dodru sonuca ulasan
~30 tanesi siiztilir. Model bu sizilmiis kendi ¢iktisiyla tekrar

egitilir.

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 4 - POST-TRAINING

Uzun dustince zincirini 6gretmenin en ucuz yolu

Post-training'in ilk adimi genellikle SFT (supervised fine-tuning — denetimli ince ayar: 6rnek girdi-gikti

ciftleri Gzerinde normal egitim) .

Chain of thought (disiince zinciri — modelin cevabi vermeden énce ara adimlari agikga yazmasi) uzun
ve dallanan haliyle 6érneklerden ogretilebilir.

SASIRTICI BULGU (R1-DISTILL)
Guglu bir akil yurutucunun urettigi dustunce zincirleri toplanip kiguk modellere duiz SFT ile
verildiginde, akil yurutme davranisinin buyuk kismi aktariliyor. RL adimi olmadan.

Girdi: "3x+5=20 ise x?" Ciktzi
(0rnekten kopyalanan bigim) :

"3x=15 = x=5"

"Once durumu inceleyelim.. bu
yaklasim ise yaramazsa.. O
zaman sunu deneyelim.. demek ki

cevap 5."

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 4 - POST-TRAINING

RLVR dOHgUSU (reinforcement learning with verifiable rewards — dogrulanabilir 6diillerle pekistirmeli

Ogrenme)
SORU ORNEKLE DOGRULA GUNCELLE
a~D | Z | onmlle | 7] refoy | P v | O

J(6) = Equp, ouny(le) | T(@:0) | — BKL (o || mier)

Kullback-Leibler (KL) cezasi (modelin baslangi¢ halinden fazla uzaklagsmasini engelleyen diizenlilestirme terimi) — olmazsa model dili bozar

VoJ(6) = E[r(g,0) Vologmo(o | a) ] — B VoKL(mo | mer)

REINFORCE tarzi gradyan: odlilu yuksek gikan ¢ozimin log-olabilirligini artir, KL terimi modeli referanstan fazla uzaklagtiran adimi geri ¢eker.

Gozlenen etki: model kendiliginden daha uzun dusinmeye, geri donip denemeye ve cevabi
kontrol etmeye baslar — dogrulugu oédiillendirmenin yan uriini.

LIM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 4 - POST-TRAINING

Aritmetigi parametrelerle yapmayi birakmak

Tool use (modelin bir hesap makinesi, Python yorumlayicisi ya da ispat kontrolciisii gagirabilmesi) — ve

bunun RL ile 6gretilmesi: modelin ne zaman arag¢ ¢agiracagi da édulden ogrenilir.

ARACSIZ ARACLI

47 =7 modelin parametreleriyle, yaklasik olarak, hata payiyla Model kodu yazar, yorumlayici ¢alistirir, sonucu geri alir. Aritmetik hata
hesaplanir. Uzun bir zincirin ortasindaki tek bir aritmetik hatasi her seyi sinifi tamamen ortadan kalkar.

cope atar.

GENEL PRENSIP
Bir hata sinifini modelde duzeltmeye galismak yerine, o isi hatasiz yapan bir sisteme
devretmek.

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 4 - POST-TRAINING (NADIREN ANLATILAN KISIM)

[se yaramayanlar

Process reward model (PRM) (siire¢ 6dil modeli — her ara adima ayri puan veren model)

Teoride tam ihtiyacimiz olan seydi: ispatin adimlarini 6dullendirmek. Pratikte adim etiketlemek pahali, "dogru adim"
tanimi belirsiz ve model 6dul modelini sdmuruyor. Birgok laboratuvar sonug temelli 6dule dondu.

Asiri uzun dusunce zinciri
Belli bir noktadan sonra daha fazla token daha fazla dogruluk getirmiyor; model kendi hatalarinda dolaniyor.

Naif kendini duizeltme istemleri
"Cevabini gdzden gecir" demek dogrulugu ddisgtirebiliyor.

BUNUN ANLAMI
Ispat kalitesini dogrudan hedefleyen en umut verici ydntem (PRM) su ana kadar en ¢ok hayal

kirikhigr yaratan ydontem oldu. Olgtigimiz ile dnemsedigimiz arasindaki bosluk bu yiizden
kapanmiyor.

LLM'ler ve matematiksel ispat



BOLUM 4 - POST-TRAINING

RL yeni akil yiirtitme mi yaratiyor, yoksa var olana
daha hizli m1 erisiyor?

Cogu zorlu matematik sorusunun ¢éztumdu, ince ayar oncesinde bile modelin agirliklarinda bir
yerde zaten var. CoT ve RL , modelin bu cevaba daha erken varmasini sagliyor — yeni bir
¢6zUm yolu icat etmiyor.

pa'SS@64RL oncesi ~ paSS@zRL sonrasl

RL 6ncesi 64 denemede bulunan dogru oran, RL sonrasi 1-2 denemede yakalanan oranla értlsuyor.

Yue ve ark., 2025: arXiv:2504.13837 — RLVR bliyiik k'de pass@k 'yI base model'e gore daraltiyor.
Shao ve ark., 2024: RLVR passe1'i artirir ama pass@k'y artirmaz.

QuestA, 2025: Zor problemlerde ayni pass@k bozulmasini dogruluyor.

LIM'ler ve matematiksel ispat



Post-training erisimi keskinlestiriyor. Ispat kalitesini dogrudan
hedefleyen yontem yok.

SFT davranisi aktariyor, RLVR dogru cevabi pekistiriyor, araclar bir hata sinifini
tamamen siliyor. Adimlari puanlayan PRM ise hala ¢alismiyor — ol¢tugumuzle
onemsedigimiz arasindaki bosluk bu yuzden duruyor.

I Bsiim 4 bitti

LIM'ler ve matematiksel ispat



EK BOLUM

Sunumun yol haritasi

Ek bolum: Reinforcement learning derinlemesine
PPO, GRPO ve process reward model'ler (PRM)

LIM'ler ve matematiksel ispat



EK BOLUM

PPO (proximal policy optimization — yakinsal politika optimizasyonu)
PPO, standart RL algoritmasi. Adimlari:

Model, soruya bir ¢6zim Uretir; dogrulayici bir odul r verir.

Value network (deger agi — ayri, egitilen bir sinir agi) her adimda "buradan itibaren beklenen odul
ne olur" diye tahmin eder.

Avantaj: » = r - v(s) — gerceklesen odulun, deger aginin tahmininden ne kadar iyi/kotu
ciktigi.

Model, avantaji pozitif olan adimlari guclendirecek yonde guncellenir — ama eski halinden
¢cok uzaklagmayacak sekilde (bu yuzden "proximal®).

MALIYET

Value network, model agiyla kabaca ayni buyuklukte — bellek ve hesap ~2 katina gikiyor. Ayrica tahmini
genelde gurultuld: yanhg tahmin edilen deger, yanls avantaja, yanlis guncellemeye yol acar.

LIM'ler ve matematiksel ispat



EK BOLUM

PPO 0Ozeti

Value of the action taken:
How much better was the

Avoids action taken with respect to
overflow POLICY what was expected?
problems
s‘ _, NEURAL _) “
POLICY GRADIENT LOSS ADVANTAGE FUNCTION
- p- Discounted return - Baseline estimate
LYC(0) = E; |log mo(as | 5;)A 3
— 1ot | 108 Trg\Qt | St )¢
$— \emonk —> VIS
EXPECTATION OPERATOR WAL FLInErnm
Loss will be computed over Ehstimgte gf the fiqal rfeturn of
batches of trajectories the episode, starting from s.

Kaynak: miro.medium.com Uzerinden barindirilan bir PPO kayip fonksiyonu diyagrami.

LIM'ler ve matematiksel ispat



EK BOLUM

Neden bir de PRM'e ihtiya¢ duyuldu

RLVR 6dula sonug temelli : yalnizca son cevap dogruysa 1, degilse 0. Onlarca adimlik bir
ispatin hangi adimi hataliyd bilgisi kayboluyor.

Seyrek sinyal: 0dul sadece son agsamada bilinir; zincirdeki ara token'lar uretildikleri anda
sonuctan tamamen habersizdir — kredi atama zorlasir.

Yanhs nedenle dogru cevap : model tesadufen dogru sonuca ulasabilir; sonug odultu bunu
ayirt edemez.

Fikir: process reward model (PRM) (surec¢ 6dil modeli) her adimi tek basina degerlendirsin;
hatali adim tam olarak isaretlensin.

VAAT

Daha yogun bir egitim sinyali, ve arama/en-iyi-n segimi gibi ¢gikarim zamani yontemleri icin adim bazinda bir
dogrulayici.

LIM'ler ve matematiksel ispat



EK BOLUM

GRPO: neden bu kadar hizli yayild:

Onceki slayttaki maliyeti hatirla: PPO, her durumun beklenen degerini tahmin eden ayri bir
value network (deger adi) gerektiriyordu — bellek ve hesabi yaklasik ikiye katlayan bir sinir ag.

GRPO'nun (group relative policy optimization — grup goreli politika optimizasyonu) fikri: ayni soru igin
G tane ¢ozim ornekle, deger tahmini yerine grubun kendisini referans al.

~ r; — mean{ry,...,rg}
fli =
Std{’l"l, Tal ,'I“G}

"Bu ¢ozum, ayni soruya verdigim diger ¢coziumlerden daha mi iyiydi?"

DURUST YORUM
Bu derin bir bulug degil — bir maliyet bulugsu. Ama RL ¢alistirmay! yari fiyatina indirmesi,
RLVR'In sektore bu hizda yayillmasinin muhtemelen en buyuk tek sebebi.

LLM'ler ve matematiksel ispat



FROM PPO TO GRPO N

PPO ¢
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Kaynak: research.perplexity.ai/articles/rl-training-for-math-reasoning - LLM'ler ve matematiksel ispat




Toparlarsak

ilerleme gercek

Ve mekanizmasi gizemli degil: secilmis veri, dogrulanabilir 6dul, uzun arama, dis araglar.

Ama ol¢tugumuz sey gcogunlukla ispat degil
Nihai cevap. Bu bosluk kapaniyor, heniiz kapanmadi.

Matematigin hizi kendine 6zgu
Ucuz dogrulayici olmayan alanlara dogrudan genellemeyin.

Pretraining veriniz en kritik nokta

Post-training ne kadar iyi olursa olsun, pretraining verisinin kalitesi ve kapsami tavani belirlemeye
devam ediyor.

Bir modelin matematikte gercekten "iyi" olduguna sizi ne ikna ederdi?
Cevabiniz bir skor degilse — ki muhtemelen degil — o zaman bugiin
takip ettigimiz sayilar yanlis sayilar.

LLM'ler

ve matematiksel ispat



EK - SUNUM SONRASI

[zini stirmek isteyenler icin

OpenWebMath — matematiksel web derlemi STaR — kendi ¢iktisiyla bootstrap
DeepSeekMath — siniflandiriciyla veri madenciligi, GRPO "Let's Verify Step by Step" — PRM'in umutlu donemi
Lean mathlib — formal teorem kutuphanesi DeepSeek-R1 ve R1-Distill raporu

"LLMs Cannot Self-Correct Reasoning Yet" (Huang vd.)
RLVR ve pass@k daralmasi Uzerine galismalar
Dusunce zinciri sadakati Uzerine deneyler

MathArena — USAMO 2025 insan puanlamasi
FrontierMath — arastirma seviyesi Ol¢ut

Bu liste tam degil ve alan hizli ilerliyor; sunum tarihinden sonra ¢ikan isleri kontrol edin.

LIM'ler ve matematiksel ispat






Doktora ¢alismalarim



Continuous-time modelling in ML

Real world is continuous

Van der Pol Oscillator

5 »— Vector field f(x)

O Initial state xg

-+ Trajectory x(t)
2 L
1 -
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-2+
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1 1 1 L

Ty, Ty

State Evolution over Time

O Initial value xq
—e— State z,
—e— State z2
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2.5

1
5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5
Time ¢
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Continuous-time modelling in ML

Discrete observations

yi = X(t;) +¢€
3] @ Observations y(t) -
O Initial state x, ®
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Continuous-time modelling in ML

Discrete observations — continuous-time models

2
yi =Xx(t;) +€ X(;) = Xo +/ f(x(7))dr
0
34 @ Observations y(t) . 3 Vector field f(x)
Io) Initial state X0 @ (@) Initial state x,
2 - @ ' ° -l Trajectory x(t)
@ ® @
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Continuous-time modelling in ML

Gaussian process and neural network approximations

f(x,t) ~ GP(x,1t) [1] x(4;) :xO+/0ti f(x(r))dr

f(x,t) ~ NN(x,t) [2]

Vector field f(x)
O Initial state x,

Trajectory x(t)

VAE s ol
stuff Al

[1] Heinonen, M*., Yildiz, C*., et al. Learning unknown ODE models with Gaussian processes. ICML 2018
[2] Yildiz, C., et al. Ode2vae: Deep generative second order odes with bayesian neural networks. NeurlPS 2019



Continuous-time modelling in ML

Generative modeling

25

15
no
E

10

[2] Yildiz, C., et al. Ode2vae: Deep generative second order odes with bayesian neural networks. NeurlPS 2019



Continuous-time modelling

Stochastic systems

[3]Yildiz, C., et al. Learning stochastic differential equations with gaussian processes without gradient matching. MLSP, 2018

w
T

200 SDE Samples (t=0.1)




Continuous-time modelling in ML

Reinforcement learning

Initial state True trajectory PETS imagination ENODE imagination

[4] Yildiz, C., et al. Continuous-time model-based reinforcement learning. ICML 2021



Continuous-time modelling in ML

Vector field uncertainties

(c) Predictive trajectories over time

(a) Learned vectorfield posterior (b) Predictions in the state-space 2|
- . »
1.0 [
24
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X1 = 2 -2
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[5] Hegde, P, Yildiz, C., et al. "Variational multiple shooting for Bayesian ODEs with Gaussian processes." UAI, 2022.



Continuous-time modelling in ML

Improved optimisation + transformer encoder

t3
ty I @—» Encoder 2
t . ( /l/ . .;‘
O @ Latent Space
v .

[6] lakovley, V., Yildiz, C., et al. Latent neural ODEs with sparse bayesian multiple shooting. ICLR 2023
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Continuous-time modelling in ML

Modulated systems
Examples: mass, friction

[ Dynamics modulator

Modulator Prediction :
Network

|

Encoding i lf‘orwafd Decoding
o ——»  Simulation

ODE state
Network (ODE) Network

\/ : Static modulator
Modulator Prediction i

‘—>
Network ' @

Examples: color, shape

[7] Auzina, I.A., Yildiz, C., et al. Modulated Neural ODEs. NeurlPS 2023.



Continuous-time modelling in ML

Identifying latent dynamics

(a) Unobserved physical system (c) Our identifiable dynamical system
| Theorem 2
(@) Ground truth f (IIIIIIllllllllllllllllllllllll.lllll) Estimated %
' . transition function Identified transition functions transition function f
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T l l l Identified latent states g _T_ _______ I _____________
y . L e \
/ Nonlinear generative function:  x; = g(z;) \ y Learned inverse map:  z; = & (x;) A
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[8] Hizli, C., Yildiz, C., et al. Identifying latent state transition in non-linear dynamical systems. ICLR 2025



